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0.1 Morita Theory

Definition 0.1.1

R, Sを Ringとしたとき、M が (R, S)-bimoduleであるとは、M が left R-module
かつ、right S-moduleであり、

(rx)s = r(xs)　　 (r ∈ R , x ∈ M , s ∈ S)

が成り立つことである。このとき、RMs と書いたりする。

Definition 0.1.2 　 Generator

Rを Ring、P ∈ ModR としたとき、P が generator（生成加群）であるとは、

HomModR(P,−) : ModR −→ Ab

が faithful functorとなることである。

Remmark 0.1.3

generatorの条件をもう少し言い換えておく。P が generator とは、

HomModR
(P,−) : ModR −→ Ab

が faithful。つまり、任意の f : HomModR(M,N)に対し、

f∗ : HomModR(P, M)
f∗−→ HomModR(P,N)

を考えたとき、f 7→ f∗の対応が単射であるわけだが、よって f が zeromapでなけれ
ば f∗ も zeromapではない。よってある g : P −→ M が存在し、f ◦ g : P −→ N が

zeromapではない。

Lemma 0.1.4

α : Q −→ P を全射としたとき、P が generatorならば、Qも generatorである。

proof)　　 f ∈ HomModR(M,N)を nonzero mapとしたとき、g : P −→ M が存

在し、

f ◦ g : P −→ N

は nonzeroである。このとき、αは全射であるから、

f ◦ (g ◦ α) : Q −→ N

も nonzero mapである。
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□

Remmark 0.1.5

PR ∈ ModR に対し、

tr(P ) =
∑

f∈Hom(P,R)

Imf

とおく。これは Rの（両側）idealとなる。

proof)　　 tr(P )がRの左作用で閉じているのは、Hom(P, R)が左R-moduleであ
ることから。また右作用で閉じていることは、PR が右 R-moduleで f ∈ Hom(P, R)
が作用を保つことから示される。

Proposition 0.1.6

P ∈ ModR に対し、次の条件は同値である。

1. 　 P : generator

2. 　 tr(P ) = R

3. 　 Rは finite directsumである Pn = ⊕n
i=1P の直和成分である。

4. 　任意のM ∈ ModR に対し、全射 ⊕P −→ M が存在する。

proof)　　 (1 =⇒ 2)から示していく。tr(P ) 6= Rとすると、

p : R −→ R/tr(P )

は nonzeroである。P が generatorなので、g : P −→ Rが存在し、

p ◦ g : P
g−→ R

p−→ R/tr(P )

が nonzero である。これはつまり、Img = g(P ) 6⊂ tr(P ) であるが、これは矛盾で
ある。

(2 =⇒ 3)。trP = R であるため、1R =
∑n

i=1 fi(pi) となる fi ∈ Hom(P, R) と
pi ∈ P が存在する。これより、

∑
fi : Pn −→ R
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は分解全射であり、Rは Pn の直和成分である。

(3 =⇒ 4)。任意のM ∈ ModR に対し、

⊕m∈MR = F (M) −→ M

という全射を考えることができる。このとき、仮定より ⊕P −→ Rという全射も存

在するので成立する。

(4 =⇒ 1)。f : M −→ N を nonzero mapとする。仮定より、

α : ⊕λ∈ΛPλ −→ M

という全射が存在する。このとき、

f ◦ α : ⊕P −→ N

は nonzeroであるから、ある λ ∈ Λに対し、

Pλ = P −→ M
f−→ N

は nonzeroである。
□

Remmark 0.1.7

R, S, T を Ringとする。このとき、

1. 　 (SXR)⊗R (RY ) = S(X ⊗R Y )

2. 　 (XR)⊗R (RYT ) = (X ⊗R Y )T

3. 　 (SXR)⊗R (RYT ) = S(X ⊗R Y )T

4. 　 HomR(RXS , RY ) = SHomR(X, Y )

5. 　 HomR(RX, RYT ) = HomR(X, Y )T

6. 　 HomR(RXS , RYT ) = SHomR(X, Y )T

7. 　 HomR(SXR, YR) = HomR(X,Y )S

8. 　 HomR(XR, T YR) = T HomR(X,Y )
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9. 　 HomR(SXR, T YR) = T HomR(X,Y )S

Remmark 0.1.8

M をR-moduleとしたとき、EndR(M)は通常の和と積を合成で定義することによ
り環となる。

Definition 0.1.9

R : Ring、P : right R-module、Q = HomR(P, R) , S = EndR(P )とおく。この
とき、

1. 　 P は以下の作用で (S, R)-moduleと見れる。

S × P = EndR(P )× P
ev−→ P

2. 　 Qは以下の作用で (R,S)-moduleと見れる。

Q× S = HomR(P,R)× EndR(P, P ) ◦−→ HomR(P, R) = Q

Lemma 0.1.10

上記の状況において、

α : Q⊗S P
ev−→ R

は (R,R)-morphismであり、
β : P ⊗R Q

·−→ S

は (S, S)-morphismである。

proof)　　まず αから見ていくと、

α(r(f, p)) = α(rf, p) = rf(p) = rα(f, p)

であり、

α((f, p)r) = α(f, pr) = f(pr) = f(p)r = α(f, p)r

なので (R, R)-morphismである。次に β に関しては、

β(s(p, f))(x) = β(s(p), f)(x) = s(p)f(x) = s(pf(x)) = s ◦ pf(x) = sβ(p, f)(x)

であり、

β((p, f)s)(x) = β(pf ◦ s)(x) = pf ◦ s(x) = (pf) ◦ s(x) = β(p, f)s(x)

となる。
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□

Definition 0.1.11

R : Ringと、right R-moduleである P から定まる上記の情報 (R,P, Q, S; α, β)を
Morita contextと呼ぶ。

Proposition 0.1.12

(R,P, Q, S; α, β) : Morita contextにおいて、

PR : generator ⇐⇒ α :全射

proof)　　 αの定義により Imα = tr(P )であるため、

α :全射⇐⇒ Imα = tr(P ) = R ⇐⇒ P : generator

□

Proposition 0.1.13

(R,P, Q, S; α, β) : Morita contextにおいて、PR : generatorとすると、

1. 　 α is (R,R)-isomorphism

2. 　 Q ∼= HomS(SPR, SSS) as (R, S)-module

3. 　 P ∼= HomS(RQS , SSS) as (S, R)-module

4. 　 R ∼= End(SP ) ∼= End(QS) as Ring

proof)　　 1について。全射であることは示したので単射を示す。まず αが全射

より、 ∑

i

qi ⊗ pi ∈ Q⊗ P

が存在し、α(
∑

qi ⊗ pi) =
∑

qi(pi) = 1R を満たす。

∑

j

q′j ⊗ p′j ∈ Q
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に対し、α(
∑

q′j ⊗ p′j) =
∑

q′j(p
′
j) = 0とする。このとき、

∑

j

q′j ⊗ p′j =
∑

j

(
∑

i

qi ⊗ pi)q′j ⊗ p′j

=
∑

i,j

qi(β(pi ⊗ q′j))⊗s p′j

=
∑

ij

qi ⊗ β(pi ⊗ q′j)p
′
j

=
∑

i

qi ⊗ pi(
∑

j

q′j(p
′
j)) = 0

2)　 λ : Q −→ HomS(P, S)を λ(q)(p)(p′) = pq(p′)で定義する。このとき、以下
のことを確かめなければならない。

1. 　 λ(q)(p) : PR −→ PR が右 R準同型であること。

2. 　 λ(q) : SP −→ SS が左 S 準同型であること。

3. 　 λ : RQS −→ RHomS(P, S)S が (R,S)準同型であること。

4. 　 λが全単射であること。

問題は作用とうまく可換になっているかということである。1から見ていく。

λ(q)(p)(p′r) = p(q(p′r)) = p(q(p′)r) = (pq(p′))r = (λ(q)(p)(p′))r

続いて 2は、

(λ(q)(sp))(p′) = (s(p))q(p′) = s(pq(p′)) = s(λ(q)(p)(p′)) = (sλ(q)(p))(p′)

であり 3は、

((λ)(rq))(p)(p′) = p(rq)(p′) = p(rq(p′)) = (pr)q(p′) = (λ(q))(pr)(p′) = (r(λ(q)))(p)(p′)

また、

((λ)(qs))(p)(p′) = p(qs(p′)) = λ(q)(p)(s(p′)) = ((λ(q)(p))s)(p) = (λ(q)s)(p)(p′)

最後に 4であるが、1)により、1R =
∑

qi(pi)と表せることに注意する。まず単射を
示す。λ(q) = 0とすると、任意の p ∈ P に対し、

q(p) = 1Rq(p) =
∑

qipiq(p) =
∑

qi(piq(p)) =
∑

qi(α(q)(pi)(p)) = 0
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続いて全射であるが、任意の f ∈ HomS(P, S)に対し、

f(p) = f(p1R = f(p
∑

qi(pi))

=
∑

f(pqi(pi))

=
∑

pqi(f(pi)) = p
∑

qif(pi)

である。途中 pqi : P −→ P を Sの元と見て、f との可換性を用いている。このとき、

g =
∑

qif(pi) : P −→ R

に対し、λ(g)(p) = pg = f(p)である。

3)は 2)と同様である。そして 4)は

σ : R −→ End(SP ) , τ : R −→ End(QS)

をそれぞれ、σ(r)(p) = pr , τ(r)(q) = rqで定義すれば、これは環準同型で同型にな

るのは 2)での証明法と同じである。
□

Lemma 0.1.14

P ∈ ModR が finite generated projective module ⇐⇒ P が Rn (for some n ∈ N)
の直和成分。

proof) 　　 =⇒ 　 P の生成系を U = {u1, · · · , un} とおくと、ρ : Rn −→ P を

(r1, · · · , rn) 7→ ∑
uiri と定義すれば、これは全射準同型で P が projectiveというこ

とで分解する。よって P は Rn の直和成分である。

⇐=
X

P Y
?
g:suj

-
f

の状況を考える。仮定より、Rn ∼= P⊕QとなるQ ∈ ModRが存在する。P⊕Q −→ P

への projectionを考えると、Rn ∼= P ⊕Qは free、つまり projectiveであるから、

X

P ⊕Q P Y
?

g:suj

p p p p p
p p p p p

p p p p p
p p p p p

p p*
f̃

- -
f
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を可換にする f̃ : P ⊕Q −→ X が存在する。よって、

h : P −→ X

を h(p) = f̃(p, 0)により定義すれば、g ◦ h(p) = g ◦ f̃(p, 0) = f(p)である。よって、
P は projectiveである。さらに、Rn ⊕ P ⊕ Qの生成系を V = {v1, · · · , vn}と適当
に選んだとき、pr1(vi) = uiとすれば U = {u1, · · · , un}が P の生成系になることは、

任意の u ∈ P に対し、

(u, 0) =
∑

rivi

と表せ、

u = pr1(u, 0) =
∑

ripr1(vi) =
∑

riui

となるためである。
□

Proposition 0.1.15

P ∈ ModR を finite generated moduleとしたとき、次の条件は同値である。

1. 　 P は projective moduleである。

2. 　任意の生成系 U = {u1, u2, · · · , un}に対し、α1, · · · , αn ∈ Hom(P, R)が存在
し、任意の u ∈ P に対し、

u =
n∑

i=1

uiαi(u)

を満たす。

proof)　 1 =⇒ 2を示す。ρ : Rn −→ P を (r1, · · · , rn) 7→ ∑
uiri と定義すれば、

これは全射準同型で P が projectiveということで、この分解準同型を µ : P −→ Rn

とおく。さらに、pi : Rn −→ Rを i成分への projectionとし、αi = pi ◦ µ : P −→ R

とおく。任意の u ∈ P に対し、

u = ρ ◦ µ(u) = ρ(α1(u), · · · , αn(u)) =
∑

uiαi(u)

2 =⇒ 1を示す。
µ : P −→ Rn

を u 7→ (α1(u), · · · , αn(u))で定義する。このとき、

ρ ◦ µ(u) = ρ(α1(u), · · · , αn(u)) = u

となり、ρ ◦ µ = 1P ということで、ρは分解全射であるため、P は Rn の直和成分で

ある。
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□

上記の P の生成系 U から決まる（一意的ではない）{α1, · · · , αn} ⊂ Hom(P, R)の
集合を U の双対生成系と呼ぶ。

Proposition 0.1.16

PR ∈ ModRを finite generated projective moduleとすると、RHom(P, R)は finite
generated projective module であり、生成系として双対生成系が取れる。

proof)　　 ρ : Rn −→ P の分解全射を思い出せば、

ρ∗ : Hom(P, R) −→ Hom(Rn, R) ∼= Rn

は分解単射である。よって、Hom(P,R)は Rn の直和成分。よって、Hom(P, R)は
finite generated projective module であるが、このとき、f ∈ Hom(P, R)に対し、

f(u) = f(
∑

uiαi(u)) =
∑

f(ui)αi(u)

であるので、f =
∑

f(ui)αi と表されるので、双対生成系を生成系に取れる。
□

Definition 0.1.17

XR ∈ ModR に対し、

εX : X −→ Hom(Hom(X, R), R)

を εX(x)(f) = f(x)により定義すれば、これは準同型で、

ε : id −→ Hom(Hom(−, R), R)

という natural transformationが定義できる。これを evaluation mapと呼ぶ。

Proposition 0.1.18

PR ∈ ModR を finite generated projective moduleとすると、

εP : P −→ Hom(Hom(P, R), R)
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は同型である。

proof)　　 {u1, · · · , un}を P の生成系、{α1, · · · , αn}をその双対生成系とする。
まず単射から示す。

u ∈ P に対し、ε(u) = 0とすると、

u =
∑

uiαi(u) =
∑

ui(ε(u)(α)) = 0

なので単射である。また、ρ : Rn −→ P を分裂全射とすれば、

Rn P

Hom(Hom(Rn, R), R) Hom(Hom(P, R), R)
?

∼=

-ρ

?

ε

-
ρ∗∗

が可換で、ρ∗∗ も分裂全射であるので εも全射である。
□

Theorem 0.1.19

PR ∈ ModR を finite generated projective moduleとすると、

Hom(P,−) ∼= −⊗R Hom(P, R) : ModR −→ Ab

proof)　　 {u1, · · · , un}を P の生成系、{α1, · · · , αn}をその双対生成系とする。

αX : Hom(P,X) −→ X ⊗R Hom(P, R) , βX : X ⊗R Hom(P,R) −→ Hom(P, X)

をそれぞれ、αX(α) =
∑

α(ui)⊗ αi , βX(x⊗ α)(u) = xα(u) により定義する。こ
のとき、

β ◦ α(α)(u) = β
(∑

α(ui)⊗ αi

)
(u)

=
∑

α(ui)αi(u)

=
∑

α(uiαi(u)) = α(u)
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であるので、β ◦ α = 1である。逆に、

α ◦ β(x⊗ α) = α(β(x⊗ α))

=
∑

β(x⊗ α)(ui)⊗ αi

=
∑

xα(ui)⊗ αi

=
∑

x⊗ α(ui)αi

= x⊗
(∑

α(ui)αi

)
= x⊗ α

であるため、α ◦ β = 1である。
□

Corollary 0.1.20

PR ∈ ModR を finite generated projective moduleとすると、

P ⊗R − ∼= Hom(Hom(P,R),−) : RMod −→ Ab

proof)　　 P ∗ = Hom(P, R)において、Theorem 0.1.19の議論を左 R加群で考え

れば、Prop 0.1.18により、

Hom(P ∗,−) ∼= P ∗∗ ⊗− ∼= P ⊗R −

となる。
□

Proposition 0.1.21

(R,P, Q, S; α, β) : Morita contextにおいて、

PR : finite generated projective ⇐⇒ β :全射

proof)　　 =⇒は示した。逆を示す。

β : P ⊗R Q
·−→ S

を全射としたとき、
∑

pi ⊗ fi ∈ P ⊗R Q　 s.t　 β(
∑

pi ⊗ fi) =
∑

pifi = 1S と

なるものが存在する。これより、µ : Rn −→ P を (r1, · · · , rn) 7→ ∑
piri で定義し、

f = (f1, · · · , fn) : P −→ Rn とおけば、

µ ◦ f(u) = µ(f1(u), · · · , fn(u)) =
∑

pifi(u) = u

で分解するため、P は Rn の直和成分となり、finite generated projectiveである。
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□

Proposition 0.1.22

(R, P, Q, S; α, β) : Morita contextにおいて、PR : finite generated projectiveと
すると、

1. 　 β is (S,S)-isomorphism

2. 　 Q ∼= HomR(SPR, RRR) as (R, S)-module

3. 　 P ∼= HomR(RQS , RRR) as (S, R)-module

4. 　 S ∼= End(PR) ∼= End(RQ) as Ring

proof)　　 (1)については示した。その他は Prop 0.1.13と同様にやればよい。
□

Definition 0.1.23 　 Faithly balanced

R,S を Ringとする。(R, S)-moduleである P が faithly balancedであるとは、

R ∼= End(PS) , S ∼= End(RP )

as Ringとなることである。

Definition 0.1.24 　 Progenerator

Right R-moduleが generatorかつ finete generated projectiveであるとき、progen-
erator（射影生成加群）と呼ぶ。また、(S, R)-moduleが faithly balancedで、right R-
module、また left S-moduleとしても progeneratorであるとき、(S, R)-progenerator
と呼ぶ。

Proposition 0.1.25

(R, P, Q, S; α, β) : Morita contextにおいて、PRがprogeneratorならば、SP, RQ,QS

も progeneratorである。

proof)　　例えば、QS について見てみると、Prop 0.1.22により、

HomS(QS , SS) ∼= P , End(QS) ∼= R
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であったので、(S, RQS , SPR, R; α′, β′)がMorita contexである。このとき、α′, β′の

定義を考えると、

α′ = β : P ⊗R Q −→ S , β′ = α : Q⊗S P −→ R

となり、α, β はともに全射なので、QS は progeneratorとなる。また、左moduleの
場合はまた別にMorita contextとそれにまつわる命題を考えるわけだが、面倒なの
で省略。この場合、Prop 0.1.13も用いる。

□

Lemma 0.1.26

R, S : Ringとし、
F : ModR −→ ModS

を equivalence of categoryとする。このとき、

PR : (pro)generator ⇐⇒ F (PR) : (pro)generator

特に、F (RR)は常にModS における progeneratorである。

proof)　　G : ModS −→ ModRを F の inverceとする。まず P を generater for
ModRとする。任意の f ∈ HomModS

(A,B) : nonzero mapに対し、G(f) : G(A) −→
G(B)も nonzero mapである。このとき、仮定より

P
g−→ G(A)

G(f)−→ G(B)

が nonzeroとなるような gが存在する。よって、

F (P )
F (g)−→ F ◦G(A) ∼= A

f−→ F ◦G(B) ∼= B

も nonzeroである。よって、F (P )も generatorである。

続いて P を progeneratorとする。このとき F (P )がModS における progenerator
であることを示す。generatorであることは示したので、finite generated projectiveを
示せばよい。つまり F (P )が Snの直和成分であること、もっと言えば Sn −→ F (P )
の分解全射準同型があればよい。

P が projectiveであることより、α : Rm −→ P という全射が存在する。また、G(S)
は前半の主張から generatorなので、β : G(S)l −→ Rという全射が存在する。

γ = βm : G(S)lm=n −→ Rm
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とすれば、これは全射である。よって、

γ ◦ α : G(S)n −→ P

は全射であるが、P が projectiveなのでこれは分解全射である。また、pri : Sn −→ S

を i成分への projection、kj : S −→ Snを j成分への inclusion（他の成分は 0）とし
たとき、

pri ◦ kj = 0　 (i 6= j) , pri ◦ ki = 1

である。このとき、

(G(pr1), · · · , G(prn)) : G(Sn) −→ G(S)n

と、 ∑
G(kj) : G(S)n −→ G(Sn)

を考えれば、(G(pr1), · · · , G(prn)) ◦∑
G(kj) = 1であるので、

(G(pr1), · · · , G(prn)) : G(Sn) −→ G(S)n

は分解全射である。よって、

G(Sn) −→ P

への分解準同型がある。よって、

Sn ∼= F ◦G(Sn) −→ F (P )

も分解準同型である。
□

Theorem 0.1.27

(R, P, Q, S; α, β) : Morita contextにおいて、PR が progeneratorならば、

−⊗R Q : ModR −→ ModS , −⊗S P : ModS −→ ModR

は互いに equivalence of categoryの inverceであり、同様に

P ⊗R − : RMod −→ SMod , Q⊗S − : SMod −→ RMod

も equivalence of categoryの inverceである。すなわち、Rと S は森田同値。

proof)　　X ∈ ModR に対し、Prop 0.1.13により

(X ⊗R Q)⊗S P ∼= X ⊗R (Q⊗S P ) ∼= X ⊗R R ∼= X

という naturalな isomorphismがある。逆も同様であり、左作用の時も同様である。
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□

Example 0.1.28

Rを ringとする。Rn = ⊕n
i=1RR は progeneratorである。これより、End(Rn) ∼=

Mn(R) as Ringであるので、RとMn(R)森田同値。

Theorem 0.1.29

R, S を Ringとする。

F : ModR −→ ModS , G : ModS −→ ModR

を互いに equivalence of categoryの inveceとする。このとき、Q = F (RR) , P =
G(SS)とおけば、P = SPR , Q = RQS と bimodule structureが考えられ、これに
より、

F ∼= −⊗R Q , G ∼= −⊗S P

となる。

proof)　　 PR であることは定義からであるが、

S × PR
∼= End(S)× P ∼= End(P )× P −→ P

により、SPR と見ている。Qも同様である。このとき、

HomR(P, R) ∼= HomS(F (P ), F (R)) ∼= HomS(S, Q) ∼= Q

である。つまり、(R,P, Q, S; α, β)はMorita contextである。よって、M ∈ ModR

に対し、

F (M) ∼= HomS(S, F (M)) ∼= HomR(G(S),M) = HomR(P, M) ∼= M⊗RHom(P, R) ∼= M⊗RQ

となるため、

F ∼= −⊗R Q : ModR −→ ModS

であり、Gにおいても同様である。
□

Theorem 0.1.30 　Morita Theorem
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R,SをRingとしたとき、R, Sが森田同値であることと、(R,S)-progeneratorが存
在することは同値である。

proof)　　（=⇒）　 F : ModR −→ ModS を equivalence of categoryとすると、
Q = F (RR)はTheorem 0.1.29とProp 0.1.25により (R, S)-moduleであり、QS、RQ

として progeneratorであり、(S, Q, G(S), R;α, β)がMorita contextなので、

End(RQ) ∼= S , End(QS) ∼= R

である。

（⇐=）　逆に P を (R, S)-progeneratorとしたとき、(S, P,Q, R;α, β)がMorita
contextである。

−⊗R P : ModR −→ ModS , −⊗S Q : ModS −→ ModR

とすれば、Theorem 0.1.27により equivalenceである。
□


